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1 Introduction

Résoudre degquations diferentielles constitue I'un des préhes techniques
les plus importants dans les sciences de €imgur. Cegquations sont aujourd’hui
résolues sur ordinateur, au moyen de diversethodes d’approximation. Pour ne
prendre qu’un exemple, mais il est frappant, le calcul de la position de la Terre
sur son axe de rotation, essentiel au positionnement par satellite (GPS),&st bas
sur un moeéle d’'une Terre non-rigide et fait intervenir lasolution de millions
d’équations difrentielles. Ce maze aété retenu ébut Juillet 2003 par la com-
munaué internationale pol&tablir les tables de correspondance entréfierentiel
terrestre et celui du satellite, etéde recomperss par le prix Descartes [1] de la
Commission Europenne. Il conduifs une pecision de la localisation d’'un objet
terrestre de moins de dix centnes.

La resolution d'uneequation diferentielle n'est pas simple egeral, notam-
ment lorsque son degrest suprieura un. La prengére néthode d'approximation
des solutions d’'unéquation diférentielle est dua Leonard Euler [2]. Elle revient
a remplacer les diffrentielles par des accroissements finis. Remplacerémeé&d
par le rapport de deux défences finies conduittgeralement une erreur dont
I'ampleur cepend du pas de digisation. La justification rigoureuse du passage
a la limite, lorsque le "pas de distisation” tend vers 0, permetteaCauchy de
développer la thorie moderne desquations diférentielles.

Dans I'enseignement des sciences awedyda néthode d’Euler &té intro-
duitea I'occasion de la mise en place des programmes deémettiques en classe
de premere scientifique en septembre 2001. Le contexte péopss celui de la
construction de I'approximation d’'une courbeégtale @finie pary’'(t) = f(t)
et y(tg) = Yo en utilisant 'approximatiolAf = f’(t)At. Elle permet de faire
réflechir I'elevea la signification de la &rivee d’une fonction selon un chemine-
ment inverse de celui qui conduitsa @finition : au lieu de calculer laé&tivee
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d’une fonction connue, on construit une fonction inconnue de proche en piloche
partir de la connaissance de sxidée locale. La notion de limite peéatre releea
celle du choix du pas de diggisation. LEleve percoiegalement I'importance de
la condition initiale.

En classe terminale scientifique, l&thode d’Euler est utilisse dans des contex-
tes varés al une grandeur physique @ba uneéquation diferentielle de la forme
y' = ay + b. Décroissance radioactive, circuétectriques simples, chute de mo-
biles sous I'effet de la pesanteur et d'une force de frottement fluide, autant de situa-
tions conduisari desvolutions exponentielles pour lesquelles kthode d’Euler
peutétre mise en oeuvre @menta I'aide d’un tableur. Un des enjeux de ces acti-
vités consiste, par la manipulation d’accroissements arfegiliter I'appropriation
future de la notion de difrentielle, au cours détudes post-baccalaat.

La méthode d’Euler, qui constitue une excellente introduction aékhodes
de discetisation, est cependant de&pision limige. Elle est souvent rempkepar
des néthodes plus sophistiges qui permettent une meilleur@pision dans le cal-
cul des solutions. Ces&thodes sont toutes kises sur un processus de dittsation
dans lequel Bquation diférentielle est rempl@e par un€&quation aux diffrences
finies.

Le but du pésent article est de mettre en regard ketlmode d’Euler, comme
méthode d’approximation desjuations du mouvement de la dynamique, avec la
disciétisation implicite contenue dans I'exf@odes principes de la&sanique par
Isaac Newton dans les Principia (1687 pour la pemédition en latin).Cette
discrétisation ne ésulte pas, comme on va le voir, de la recherche d’'une approxi-
mation déquations continues, que Newton ne formule d’ailleurs pas, mais repose
sur une vision d’'emile discétise, impulsionnelle, du mouvemeqtie Robert
Hooke a propose s le milieu des arées 1660 ([3]). La surprise, c’est de consta-
ter d’une part que cette diggisation ne cimcide pas avec celle d’Euler, et d’autre
part gu’elle galise une bien meilleure approximation égsiations exactes!

2 La discrétisation deséquations de la dynamique et les
lois de conservation

2.1 Lalgorithme d’Euler

Soit I'équation diferentielle autononfedu premier ordre

dx
at - f(x) (1)

2¢’esta-dire dont le second membre nepgénd pas explicitement du temps




La méthode d’Euler consisteremplacer Equation diferentielle par unéquation
aux differences finies. Celle-ci est obtenaigoartir de I'approximation selon la-
guelle on remplace laéttivee par le rapport de deux accroisssements finis

deAx

FTERNG (2)
ou, en posani\t = h
AX = X(t + h) — x(t) 3)
On obtient donc :
X(t +h) — x() = hf(x(t)) (4)

Définissantx, = x(t + nh), I'équation aux differences finies devient une relation
de ecurrence du premier ordre

Xn+1 = Xn + hf (Xn) (5)

La méthode d’Euler constitue, tant par sa simpéaifue par son carare histo-
rique, le fondement de I'analyse nénigue des solutions déguations difrentielles
ordinaires. En remplacant dang&djuation (4)x(t + h) par son éveloppement de
Taylor au premier ordre x(t) + hdx/dt 4+ 0(h?), on \érifie que leéquation aux
differences finies (4) est une approximation d’ordre un &guation diferentielle
Q).

La méthode d’Euler se @éralise simplement deséquations diferentielles
du premier ordre coupks, comme celles de la&ranique. L&quation qui écrit le
mouvement d’'une masse ponctuelle sur une droite sous l'effet d’'une f@wnt s’

dx
dt
mdv
dt

ou X repiésente la position de la massefdi) la force. Léquation (6) éfinit la
vitesse. Lequation (7), elle, exprime la degxne loi de Newton sous sa forme
différentielle. L'approximation d’Euler des solutions de égsiations est do&e
par les relations

= v (6)

= fx) (7)

Xny1 = Xpn+ hvn (8)
f (%
(Xn) ©)

Unt1 = Un+ h



Dans le cas d'un mouvement plan, comme celui desgien cesquations se
géréralisent en :

Xnt1 = Xn+ hUl,n (lO)

Y1 = Ynt hvz,n (ll)
f1(Xn,

Vinyl = Uin+ h% (12)
fo(Xn,

Vongl = U2n+ h% (13)

2.2 Lalgorithme de Newton-Hooke et la loi des aires

Une centaine d’ares avant la publication d’Euler, I. Newtoawkloppait dans
ses "Principia” [4], [5] une réthode de disétisation du mouvement b@es sur un
mockle physique du mouvement dans lequel les forces agissent de fagon discon-
tinue, par uneé&ie d'impulsions de plus en plusfijuentes mais d’amplitudes de
plus en plus petites. La dene loi du mouvement que 'on traduit par la fameuse
équation
f=ma (14)

n'a en galite jamaiséte énoné@e explicitement par Newton sous cette formka
deuxieme loi stipule simplement qué changement de mouvement est propor-
tionnel a la force motrice imprirge et se produit le long de la ligne droite dans
laquelle cette force est imprise”. Mouvemensignifie ici la quantié de mouve-
ment, c’est dire le produit de la masse et de la vitessefétae motrice imprirée
Newton entend une force qui agit pendant un temgs ref. Exprind sous forme
algébrique, il s’agit donc de &quation :

mAv = f At (15)

Pour bien comprendre le melg mecanique que Newton a egie, il faut se repor-
tera sa @monstration de la loi des aires (degmxie loi de Kepler), dorée dans la
Proposition | de la seconde section du Livre 1&€deme I). Suivons son raisonne-
ment pasa pas, en nous appuyant sur la figure 1 :

"Supposons que le temps soit di&ien partiesgales(disciétisation),et que
dans la prenire partie de ce temps, le corps, par la force qui l@ta imprinée,
décrive le segment AB : suivant la prere loi du mouvemergta loi de l'inertie)
dans un second temggal au premier, il écrirait, si rien ne I'en empchait, le

3Comme I'a monte de fagon s convaincante Michel Blay [6], l&+criture des Principia dans
le langage formel du calcul défentiel de Leibnitz est en grande partie I'oeuvre de Varignon



Fic. 1 — Construction de la proposition | de la section | du Livre I. Pour New-
ton, l'orbite est donée. Le pointc est obtenu en continuant la trajectoifeB
(Bc = AB). Du pointc on mene la para#llea BS C est obtenu comme ['in-
tersection avec l'orbite. L'orbite n'a cependant &g trace par Newton. Les
trianglesS AB et SB¢ correspondant au mouvement inertiel, ont lame aire
puisqu’ils ont un été et la hauteur correspondar@gaux. De fagon similaire, les
trianglesS Bcet SBCont eux aussi les &émes aires. Cette construction, que I'on
peut consiérer comme la pierre angulaire des "Principiaéta sugg@réea New-

ton par Robert Hooke lors d’'une correspondance dont I'importanceeestitais
connue (voir [3]). Pour R. Hooke, les points sont les approximations d’'une or-
bite. lls sont obtenus en calculant lefléctionsBV, CW, .., proportionnelles aux
forces enB, C, ... Cette construction egtjuivalentea I'algorithme desquations
(18-21).



segment Be= AB. Donc les aires ASB et BSc seraiégales. Supposons que
lorsque ce corps est arréven B, la force centrale agisse sur lui par un seul coup
(mockle impulsionnel)mais assez puissant pour I'obligérse cétourner de la
droite Bc eta suivre la droite BC. A la fin de ce second temps, le corps sera en
C. L'aire du triangle SBC ser&galea celle du triangle SBc, car SB et Cc sont
paralléles, donc elle sera aussjalea celle de SAB”.

Notons que le@&sultat ne @pend pas du pas de digtisation, et que les points
s_u)ccessifs sont pris sur la trajectoire exacte. Newton compose ié@ptescgments,
BcetcC, mais il s’agit en ealitt d'une composition des vitesses, puisque les in-
tervalles de temps sont fixes : la vitesse avec laquelle le corps quitte leBresit
la somme de la vitesse acquisé@demment et du changement de vitesse produit
par I'impulsion recue eB. Si le pointA est le niémepoint de discetisation et le
point B le (n+1)eme I'algorithme de calcul de la vitesseegrit donc :

o - —
Unyl = Un + Avny1 (16)

Or le changement de la vitesse Brfait Evidemment intervenir la force e point
(c’est la dewx@me loi, fagon Newton), dio:

-

- R f
Uny1 = Un + nm+1 (17)

Par projection sur des axes de coordess) et en posatt = h comme peccdem-
ment, cetteéquation se @compose en :

f1(Xn+1, Yn+1)

Vintl = Ul,n+h (18)

f2(Xnt1, Ynt1)

Vonti = vzn+h (19)

Ceséquations sont effectivement @ptoires, car le poinB est connu. Ses coor-
donrées sont en effet doBes par :
Xiny1 = Xyn+hvpp (20)
Xont1 = Xon+hvap (21)
On voit que cette disétisation du mouvement est défente de celle obtenue par

la méthode d’Euler au paragrapheepedent, laquelle, par coeguent, conduia
une construction&pnetriqueou la loi des aires n'est pas respéet!

2.3 Discretisation et conservation de Energie

Les deux disa@tisations diferentegalement en ce qui concerne la conservation
de I'energie. Revenons pour simplifier la discussionn prob&émea une dimen-
sion : celui du mouvement d’'une masse ponctuelle souenisee force de rappel



f(x) = —kx. Au cours du temps, vitesse et position de cet "oscillateur harmo-
nique” changent en laissant invariante une quantte I'on identifiea I'énergie
du syséme n&écanique.

En effet desquations du mouvemerédquations (6) et (7)) f (x) = —kx,
on peut @duire, eréliminantdt, que
kd—X = —md—v (22)
v X
c'esta-dire
mv.dv + kx.dx =0 (23)
ou encore 1 1
d(émvz + Ekx2) =0 (24)
Cette expression défentielle traduit 'invariance deénhergie
1 1
E= Emv2 + Ekx2 (25)

Voyons maintenant comment la digtisation affecte la conservation dérdergie.
L'approximation d’Euler de Bquation diferentielle est dorée par les relations de
récurrence

K
vn+]_ - Un — haXn (27)

L’ énergie la(n + 1)'®™¢jtération est dorée par I'expression

1 1
Enyr = zmvﬁﬂ + Ekxf%-Fl (28)
En remplacant positions et vitesse$a (n+1)émeitération par leurs expressions
(26) et (27)a la riemeitération, on obtient une relation deacurence pour&nergie

k
Enia= (1+h* E, (29)

Il s’agit d’'une $rie geonetrique de raison = 1+h%k/m. Non seulementé&nergie

de l'oscillateur n'est pas consé® dans I'approximation d’Euler, mais elle itro
géonetriguement Bien que cette croissance soit d’autant plus faible que le pas
de tempsh est petit, elle conduia une limitation érieuse de I'approximation
nunmérique. De facon@rérale la néthode d’Eulene conserve pasénergie.



Dans le cas de la disetisation de Newton-Hooke, on part deguations :

Xnt1 = Xn+ hvp (30)
k
Untl = Upn— haXnJ,_l (31)

En construisana partir de ces relationsahergieE, . 1, on obtient d’abord la rela-
tion : ,

1 2.2 1 2k 2

Eh kl)n —+ éh Exn_'_l (32)
On remplace dans le second terme du second membre une puissapgadeson
expression en fonction de, et x,,1, et dans le troigme terme une puissance de

Xn+1 par son expression en fonction deet v,,1. On trouve alors :

En+1 = En -

1 1
Eni1 + Ehk)ﬁw+1vn+1 =En+ Ehkxﬂvn (33)

soit, en revenard I'expression de la force :

1 1
Eny1— Ehf(xn+1)vn+l = En — Ehf(xn)vn (34)
Bien que la disatisation introduise une erreur, il existe bien dans ce casvan
riant. L'existence de cet invariant a des cégsences importantes sur le compor-
tement des solutions nuariques degquations du mouvement.

A titre d’exemple, consiérons le mouvement d’'un mobile de masse&isdu-
mis & une force attractive-1/r? ("1” ici a une dimension !). La figure 2 montre les
résultats des deux algorithmes pour des conditions initiales identiques telles que la
trajectoire exacte soit un cercle de rayon 1 : la positon initiale est prise au point
(0, 1) avec une vitesse initialgl, 0). Pour comparaison, légpiode du mouvement
estégalea 2r.

Les spirales obtenues avec latimode d’Euler correspondent au fait quanirgie
du mobile augmente avec le temps : celui-élgigne recessairement du centre at-
tracteur. En effet, compte tenu des valeurs prises pour les constanteséfaton
estégalea 1/r?, d’'oliv = 1/,/r. L énergie nécaniquejv? — 1/r est doncgalea
—1/(2r) : la distance augmente avecénhergie.

La méthode de Newton-Hooke, en revanche, donne la bonne trajectoire pour
les deux valeurs di les plus petites. De plus, fait remarquable, pour des valeurs
de h "trop” grandes (ici, 0.5), la trajectoire cessettite circulaire mais demeure
confinte dans une couronne : ceci est la @qence de I'existence d’un invariant
assock a I'énergie.



(d)

(®
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Fic. 2 — Intgration de€quations du mouvement : (a) (b) (c) par l&throde
de Euler et (d) (e) (f) par la methode correspondant’@quation (49) du
texte. Les pas de temps sont respectiventent 0.05,0.1, 0.5. Une simu-
lation interactive correspondarit cette figure peugtre trouwe sur le site
www.thinknonlinear.com/NewtonHooke/

L'expression de l'invariant peuitre gerérali€ a une force conservative quel-
conque (c’est-dire une force qui s’exprime comme le gradient d’'une fonction,
appeée "énergie potentielle”). Revenons, par simpégaé un probémea une di-
mension. Deg&quations du mouvement digtistes :

Xny1 = Xn+ hvy (35)
f(x
Unp1 = Un+ h (Xn+1) (36)
on tire :
1 5 1 5, h? 2
SMupg = Sy + o f (Xn41) + hop f (Xn10) (37)



On remplace dans le de@xne terme du second membre une puissandexig 1)
par son expression en fonction deet v, ;1. On obtient :

1 1 1 1
Emv§+1 - éhvn+l f (Xnp1) = Emvﬁ + Ehvn f (Xnt+1) (38)
que I'on peut encorécrire, au premier ordre dn:

1 1 1 1
Emvﬁ+1 - Ehvn+l f (Xnp1) = Emvﬁ + hvy f (Xng1) — Ehvn f(Xn) (39)

Il suffit maintenant d’exprimer le fait que la forc&ive d’uneénergie potentielle
uU:
_U0) = U (Xar)

f(Xny1) = X0 — Xoi1 (40)
n — An+

1
= U0 = U Cny0)] (41)

et I'on obtient la relation :
1, 1 1, 1
Emvn+1 +U(Xny1) — éhvn+l f (Xny1) = Emvn +UXn) — Ehvn f(xn) (42)
A trois dimensions, cette expression @éralise sous la forme :

1 ~ 1 > 1 - 1. -
EmUrZH_l +U(Fny1) — Ehvm-l - F (1) = Emvﬁ +U(rn) — Ehvn -f(r) (43)

3 Représentation du mouvement dans lI'espace position-
vitesse

La discétisation degquations du mouvemer#gonda la question : comment
passe-t-on du point de coordd@s(X,, v,) au point de coordor@es(Xn,1, vny1) ?
Elle permet donc une introductiores naturelle de la repsentation gonétrique
du mouvement dans I'espace position-vitesse sgmtation dite de Poin@&t

3.1 Quatre discrétisations possibles

Les deux algorithmes envisag jusqu’ici peuvengtre compktes par deux
autres algorithmes possibles, qui tous ésantent des approximations éientes,
mais de rd@me ordre, degquations difrentielles :

X = v (44)
L

Les formules suivantes fournissent I'ensemble des quatre algorithmes :



@)

Xnt1 = Xn+ hvp
f(x
Unt1 = vnt+h O) (46)
(b)
Xn41 =  Xn + hvpgr
f(x
Uil = Un + h ( n+1) (47)
(c)
Xn41 = Xn + hvpgg
f
Unt1 = vnth (o) (48)
(d)
Xnt1 = Xn+ huy,
f(x
Uil = Un + h ( n+1) (49)

Le premier algorithme corresporadla nméthode d’Euler. On peut pciser en
ajoutant le qualificatif dxplicite puisque les seconds membres des relations de
recurrence sont fonctions des variabigset v, connues explicitement au temps
discretn. La seconde est connue sous le nom d@ghode d’Euleimplicite. Puis-
gu’elle permet d’exprimer le coupbeg,, v, en fonction du coupleq, 1, vhi1, €lle
est la "renvergse du temps” de I'approximation d’Euler explicite. Elle faitaldtre
I'énergie du sysime, comme le lecteur est invé le \erifier dans le cas de I'oscil-
lateur harmonique. Les deux autregthodes d’approximations (c) et (d) (cette
dernire étant celle de Newton-Hooke) ne traitent pas de B margre les
dérivées de la position et de la vitesse.

3.2 Interprétations geometriques

L’ étude de l'oscillateur harmonique permegclairera nouveau l'origine de la
difficulté de la nethode d’Euler avec la conservation denlérgie. Reprenons donc

le cas du mobile soumis une force :f (x) = —kx. Il est pratique d’introduire la
variable sans dimensianen posant ;
T = a)ot (50)
k
wo = /= (51)

m



Dans ce cas, lesquations du mouvemeng&grivent simplement :
X = v (52)
Vo= =X, (53)

les ceriveesétant prises maintenant par rappétt variabler. Posong = x +iv.
L’ équation poue qui se @éduit desquations du mouvement est déerpar :

7= —iz (54)

dont la solution est :
Z(t) = z(0) exp(—iT) (55)

Cette expression permet de religr ; a z, de fagon exacte :
Zni1 = ZneXp(—ih) (56)

Il s’agit par congquent d’une rotation dans le plan complexe d’anghe En reve-
nant aux variables position-vitesse, elléait :

Xny1 = cogh)x, + sin(h)vy, (57)
Unr1 = —sin(h)x, + cogh)uy, (58)

L'approximation d’Euler revient en fait remplacer I'exponentielle par soavklop-
pement de Tayloa I'ordre un :

expih) = 1—ih 4+ O(h? (59)

Au premier ordre, la rotation exacte est remp@lgar le produit d’'une rotation
d’angle—h et d’'une dilatation de rappokf1 + h2. En effet, la ecurrence double
s'écrit :
Xn+]_ = Xn + hvn (60)
U1 = —hXyg+ vy (61)

nl_ 2

1 AN ” H 2 Z .
d'ou il ressort que "lenergie”5vy, | + X, évolue selon la loi :

1 1
2 (Vher HX00) = 500+ x) (L4 0% (62)

L'approximation d’Euler brise en fait leééwersibilie temporelle, syi&trie fonda-
mentale de la @canique en lI'absence de forces de frottement. Inverser le sens



du temps revient, dans la solution exactesffectuer une rotation d’angle invérs
Linversion des relations deecurrence (61) condudt :

_ Xngp1 — honyt

T 14h2 (63)
hXai1 4+ v
N (64

Linversion du temps dans I'approximation d’Euler est déqaivalente au produit
d’une rotation d’angldx et d’'une contraction de rapporf¥/1 + h2.

4 Conclusion

Nous avons monérqu’une variante de la@thode d’Euler permettait une meil-
leure approximation des solutions deguations difrentielles de la &canique.
Cet algorithmea éte sug@ré pour la prenére fois par Robert Hooke dans une
lettre addressa Isaac Newton. La construction de Hooke, reprise et namdfar
Newton, constitue la pierre angulaire des Prindipia

La méthode du premier ordre réat (c) dans la section 3 de cet article semble
avoir éte cecouverte par accident en 1981 par éhadiante qui, en intervertissant
deux lignes dans un programme informatique, s’est apercue que les trajectoires du
probleme de Kepler ne divergeaient plus! Dans la communéas physiciens, il
est connu comme |'algorithme d’Euler-Cromer [7], du nom du patron dsetlie
I' étudiante en question... Laatihode d’integration la plus populaire est du second
ordre. Elle approxime les&tivees au deurime ordre dans le pas de tenip£lle
est assoée aux noms de Stormer [8], qui I'a introduite p&mdier le mouvement
desélectrons dans les aurores bales, et de Verlet [9], qui I'a utilese pouretudier
les proprétes des fluides parétude de la dynamique des raolles individuelles.
Cet algorithme est aussi connu sous le nom de "leapfrog”. Cetthade aéte
pour la premére fois utili€e par Joseph Delambreel&bre en particulier pour sa
contributiona la mesure de la @midienne [10].

La discussion f@senge dans cet article nous semble avoir unegmeu del
du point d’histoire qu’il contient. Les cours deéeanique utiliésa I'Universite
ont tous er#triné le point de vuecontinu repeseng par l'écriture déquations
differentielles. Ce point de vue permeétiiblir avec une grandeconomie de
moyens les lois de conservation asgesi aux invariances des lois de la physique

4g'jl est vrai que le calcul difrentiel est & au 12me sécle des travaux de Newton et de Leibnitz,
cette affirmation ref@sente un raccourci historique extraordinaire ([11]) : le eéedrecanique de
Newton, qui sous-tend son approche du calcukdditiel, est bien diérent de celui de Leibnitz



par translation dans le temps (conservation éedrgie), dans I'espace (conserva-
tion de la quant& de mouvement) et par rotation (conservation du moment angu-
laire) ; il permetgalement d’obtenir des solutions analytigaegrtains pro@mes-
types. Mais I'abandon total (I'oubli ?) de l&dharche initiale des fondateurs de la
mécanique ref@sente une pertéelle, parce qu'y sont asséeis des images men-
tales qui permettraient une meilleure commension du sujet. Curieusement, ce
sont les possibilés offertes par la simulation né@rque qui permettent de ravi-
ver I'approche dis@rte de la recanique, laquelleabouche, ainsi que nous I'avons
esquisé ici, sur unegéonetrie du mouvemerét laquelle I'intuition physique peut
s’accrocher facilement. Cette approct@ogeétrique ne serait-elle donc pas I'ou-

til privil égié pour faire surgir la dimension culturelle de |&oanique classique ?
N’oublions pas, de surcip que les proldmes solubles analytiquement sont rares
(ce sont ceux qui figurent dans les livres : I'oscillateur harmonique et le potentiel
en 1/r 1) et qu’il convient donc de donner les outils qui permettent de pefneer
fois les cas analytiques et les autres. L'espace de Pé&@ruarstitue I'un de ces
outils, en ce qu’il permet de mettre en place une vision qualitative du mouvement,
toujours pertinente.
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