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1 Introduction

La perte déquilibre d’un cylindre inhomagne sur un plan inclia fournit un
exemple tés simple de bifurcation. Lesquilibres des machines simples ne sont
pas robustes, puisqu’ils n’existent que lorsque les patas qui les caragtisent
sont ajugts tes pecisement. Cette absence de robustessel@stgine de l'interét
méme de ces machines. Cor&idns par exemple un cylindre hongrge poé sur
un plan horizontal. Bgligeant les forces de frictions statiques, le cylindre peut
étre depla@ sans effort puisqu’il n'est soumi aucune autre force. Si I'on in-
cline legerement le plan, le cylindre, sounadsa gravig, perd sorequilibre et se
meta rouler. La force @cessaire pour maintenir le cylindre equilibre est d’au-
tant plus faible que I'inclinaison du plan est petite, justifiant ainsi I'utilisation du
plan incliré pour @placer verticalement des objets lourds. Eemilibres natu-
rels sont @réralement robustes, ils persistent lorsque I'on varie leurs peram
Ainsi une goutte atta@ea un robinet quéquilibre son poids avec la tension de
surface existe pour tout une gamme de pataes extrieurs (tension de surface,
gravite, volume, rayon du robinet, masse volumique du fluide). Cependant, elle
cesse d’exister lorsque ces paktms atteignent des valeurs critiques. La perte
de robustesse deglquilibre, c’esta dire sa disparition dans ce cas, est une bifur-
cation ¢grérique. L'absence de robustesse est souvértaliune syratrie parti-
culiere du systme considré. Ainsi pour le plan horizontal, I'existence d’'une fa-
mille continue de solutions @yuilibres obtenues par une rotation du cylindre est
une conéquence directe de la sytnie du cylindre par rappog son centre. Si
I'on déplace le centre de gra&itlu cylindre en plagant une masse exdtcette
symétrie est alors brise. Lequilibre devient alors robuste et peugsister” jusqua
une valeur critique de l'inclinaison. Le but de cet article egtukiier cette bifur-
cation élementaire. Connue sous le nom de bifurcation noeud-col, nous la nom-
merons "bifurcation par perte @juilibre”. Cet article est divésen trois parties.
La premere est consaee a la statique. La dynamique, en I'absence de friction
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est consié@rée dans la deu&me partie. La troi€ime partie est consaa I'effet
important d’'une friction visqueuse.

2 Lanalyse statique

On consi@re la dynamique de roulement d’'un cylindre de rafrle masse
m dont le centre de grawtest sité a une distance de son centrer(> R). Le cy-
lindre est poé sur un plan inclia. On noterar I'angle que fait le plan avec le plan
horiozontal. On suppose que le mouvement du cylindre est un mouvement de rou-
lement pur. A [equilibre, le moment du poids par rapport au point de corastt
nul. La construction des pointsétjuilibresk (stable) et (instable) est illus&e
surla figure (13. La condition d’existence des poirset F est simplement dor@e
parOC < r, c'esta dire

Rsina <r

Dans le triangleSOE
0S OE

Sin(SEO ~ sina
L'angle SO Eétant rele a I'angle déquilibre stable®¢ par

SOE=n — (0 + ®F)

ona R
sin(® + o) = i sina

L'angle de l'équilibre instable®F obéit a la néme équation. Lors de la perte
d’'équilibre(R/r) sina. = 1. L'angle critique ol les deuxéquilibres se confondent

est dong par
b
Oc = E — Q¢

La bifurcationSC devient tangente au cercle de rayorOn cEfinit lesécarts au
parangtre critiquex. eta l'angle critique®,

T
O=2 _g—V
o e
et

O = 0c— €

2Les points dequilibre sont donés par une construction d’Euclide des solutiogjliation du
second degy!



FiG. 1 — Construction desquilibres

L' équation degquilibres sécrit dans ces nouvelles variables
R .
coge + V) = T Sin(ae — €)

Au voisinage de la bifurcatiol et ¢ étant petits, on peutédelopper les deux
membres de cetiequation par rappoe W ete.

2 _r2

W2 4 2¢W + €2+ O((e + W)*) = 2¢ + O(e?)

r2

Seuls les ordres dominants éte conser@s dans les deux membres degllation.
SiI'on ne retient que les termes dweme ordre on obtient

R2 _ r2
r2

- + O(e?, e W)



Cetteéquation met evidence la relation entre les deux petits partaes W =
O(J/]€]). Cette relation caragtise @rériquement la bifurcation par pertegdjuilibre,
puisque la disparition desyuilibres se produit&réralement par un contact quadra-
tique. Sil'on pose = (2(R? — r?)/r?)~Y/4y, cetteéquation devient simplement

fz)=e—-22=0

Poure négatif, les solutionséelles cessent d’exister et deviennent purement ima-
ginaires. Dans ce2gime de para#gtre, que I'on qualifiera de supercritique par la
suite, le cylindre perd soequilibre et se mea rouler sur le plan inclia. Cepen-
dant la mise en mouvement est caegicEe par un temps caréeistique tés grand,
puisque le moment des forces qui impose le mouvement est asrpdtit.

3 Dynamique

Les corrdonBes du centre de gragidans le &ferentiel fixex Oy (voir figure
(2)) sont donies par

X = RO -—-rsin®
y = —rcos®

L’ énergie potentielle est doee par
Ep =mgh

ou h repesente la hauteur du centre de graygar rappora un plan horizontal de
référence (voir Annexe).

h = R(cosa — ® sina) —r cog® + )

Ep = mgh=mgRcosa — ®sina) —r cog® + «)

L'expression de Bnergie cigtique est donge par

1 1 .
Ec = -m(x>+ V) = Em(R2 +r? - 2rRcos®)©?

2
L’ équation du mouvement est obtenue directemenéeawaht I'energie par rapport
au temps. Elle €crit

(R?4+r?—2rRcos®)® +rRsin®®? — g(Rsina —r sin(® + «)) =0



En choississant comme uaitle temps

R2
rg

T =

I'équation du mouvement devient
(14 p% — 2pcos®)O + psinOO? — (G —sin(O® +a)) =0
oup =r/R. Le parangtre de bifurcatior; est dong par
sina
G="—
P

La bifurcation par perte équilibre se produit lorsqué > 1 3. Fixonsp < 1 et
posons
O{:O[C—G, 7®:®C_\II

ou Sine, = p et®. = /2 — a.. L' équation du mouvement devient alors
(L+ p? — 2p sSiN(¥ + a))W + p cogW + a) W2 — (G — cogW +€)) =0

et

1—

g=1—-¢ 2'0
0

A l'ordre dominant lequation devient

. . 1—-p2 1
1= )P — py1—p2y? =¢ 02 _sz

Le changement de variable

1 1—p2
T 2
> l€] 2 X

et le choix der comme nouvemeréchelle de temps

= (D)h L)
C o lel” 1= p?

permet de simplifier Bquation diférentielle quia la limite des petites valeurs de
€, devient simplement

X=0-—x
ol o = ¢/|¢| est le signe de.

3Cette condition pelitre Ealie seulement $i < 1



4 Dynamique dans un milieu ©sistif
On introduit un couple visqueux dan&tjuation du mouvement
(R?+r12 - 2rRcos®)0 + 80 4+ rRsin®@®? — g(Rsina —r sin(® 4+ «a)) =0

En pratique on place des aimants sur le cylindre et on le fait rouler au voisinage
d'une plague conductrice non mdgigue. Les courants de Foucault qui appa-
raissent sona l'origine de la dissipation deéhergie nécanique du roulement du
cylindre. La distance entre les aimants et la plaqé¢aflique permet de modifier

le coefficient de viscositmagretique.

. . . 1— 2 1
(L= P2V + 8% — py/1— p2y? = | — 2 - 1%
0

5 Annexe 1: Calcul de la hauteur du centre de gravi

FIG. 2 — Mouvement du centre de graviu cylindre



La figure (2) illustre le mouvement du centre de gr@ayitl). Le repere choisi
x0y est cente sur le cylindre. Il est &fini par la condition®y, = 0. Le plan
horizontal de &ferencdl, est defini comme le plan passant par le point de contact
du cylindre avec le plan inclnlorsque le cylindre est dans sa position initiale
(® = 0). L'énergie potentielle est doee par

Ep = mgh

ou h est la distance du centre de graviu planlly. Sur la figureh = MU. On
vérifie que

MU = MQ-UQ
= MQ — TSsina

La condition de roulement sans glissement se traduifT@&e Rsin®. On a
MQ =MW + RQ
ou MW = MP cose. On a
MP = OT-0Y

= R-—-rcos®
et
WQ = WSsina
= (PS—-PW)sina
= (rsina — PW)sina
ou
PW = MPtana
(R —r coswx) tana
On a ainsi
WQ= (rsin® — (R—r cos®) tana) sina
et R o
—r cos . .
MQ= ———— rsin® — (R —r cos®) tana) sin
Q oS +( ( ) tana) sina
et finalement
h = (R-rcos®)cosae — (RO —r sin®) sina

= Rcose — ROsina —r cogO + «)



Leséquilibres sont doréss par la minimisation deéhergie potentielle
Rsine =r cog® + o)

Une facon plus directe pour calculer la hauteur du centre de grewitsiste
a remarquer gu'il s'agit simplement de I'ordd@ende ce point dans |&férentiel
dont I'axe de est horizontal. On rappelle que danséérentiel d’origine y0x)
la position du centre de gragi{M) est donge par

X = RO -rsin®
y = —rcos®
Dans le eferentiely T X, elles deviennenﬂ'(ﬁM)
X = RO —rsin®
y = R-—rcos®
h = MU est I'ordonrée du pointM dans le &férentiely”0x”, tourré d'un angle

« par rapport auaférentielyOx’. C’est donc I'ordonee MU’ du pointM’ tourré
d’'un angle—c«. (voir figure (3).
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FiG. 3 — Rotation du plan inclia
h = —(RO® —rsin®)sina + (R—r cos®) cosu

R(cosx — ® sina) —r cogO + «)



