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1 Introduction

La perte d’́equilibre d’un cylindre inhomog̀ene sur un plan inclińe fournit un
exemple tr̀es simple de bifurcation. Leśequilibres des machines simples ne sont
pas robustes, puisqu’ils n’existent que lorsque les paramètres qui les caractérisent
sont ajust́es tr̀es pŕecisement. Cette absence de robustesse està l’origine de l’int́er̂et
même de ces machines. Considérons par exemple un cylindre homogène pośe sur
un plan horizontal. Ńegligeant les forces de frictions statiques, le cylindre peut
être d́eplaće sans effort puisqu’il n’est soumis̀a aucune autre force. Si l’on in-
cline lég̀erement le plan, le cylindre, soumisà la gravit́e, perd sońequilibre et se
met à rouler. La force ńecessaire pour maintenir le cylindre enéquilibre est d’au-
tant plus faible que l’inclinaison du plan est petite, justifiant ainsi l’utilisation du
plan inclińe pour d́eplacer verticalement des objets lourds. Leséquilibres natu-
rels sont ǵeńeralement robustes, ils persistent lorsque l’on varie leurs paramètres.
Ainsi une goutte attach́eeà un robinet quíequilibre son poids avec la tension de
surface existe pour tout une gamme de paramètres ext́erieurs (tension de surface,
gravit́e, volume, rayon du robinet, masse volumique du fluide). Cependant, elle
cesse d’exister lorsque ces paramètres atteignent des valeurs critiques. La perte
de robustesse de l’équilibre, c’est̀a dire sa disparition dans ce cas, est une bifur-
cation ǵeńerique. L’absence de robustesse est souvent liée à une syḿetrie parti-
culière du syst̀eme consid́eŕe. Ainsi pour le plan horizontal, l’existence d’une fa-
mille continue de solutions d’équilibres obtenues par une rotation du cylindre est
une conśequence directe de la symétrie du cylindre par rapport̀a son centre. Si
l’on déplace le centre de gravité du cylindre en plaçant une masse excentrée, cette
symétrie est alors briśee. L’équilibre devient alors robuste et peut ”résister” jusqu’̀a
une valeur critique de l’inclinaison. Le but de cet article est d’étudier cette bifur-
cation élémentaire. Connue sous le nom de bifurcation noeud-col, nous la nom-
merons ”bifurcation par perte d’équilibre”. Cet article est diviśe en trois parties.
La premìere est consacrée à la statique. La dynamique, en l’absence de friction
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est consid́eŕee dans la deuxième partie. La troisième partie est consacréeà l’effet
important d’une friction visqueuse.

2 L’analyse statique

On consid̀ere la dynamique de roulement d’un cylindre de rayonR, de masse
m dont le centre de gravité est sitúe à une distancer de son centre (r > R). Le cy-
lindre est pośe sur un plan inclińe. On noteraα l’angle que fait le plan avec le plan
horiozontal. On suppose que le mouvement du cylindre est un mouvement de rou-
lement pur. A l’́equilibre, le moment du poids par rapport au point de contactSest
nul. La construction des points d’équilibresE (stable) etF (instable) est illustŕee
sur la figure (1)2. La condition d’existence des pointsE et F est simplement donnée
par OC < r , c’està dire

Rsinα < r

Dans le triangleSO E
OS

sin(SE O)
=

O E

sinα

L’angle SO Eétant relíe à l’angle d’́equilibre stable2E par

SO E= π − (α +2E)

on a

sin(2+ α) =
R

r
sinα

L’angle de l’́equilibre instable2F obéit à la m̂eme équation. Lors de la perte
d’équilibre(R/r ) sinαc = 1. L’angle critique òu les deux́equilibres se confondent
est donńe par

2c =
π

2
− αc

La bifurcationSC devient tangente au cercle de rayonr . On d́efinit lesécarts au
paraḿetre critiqueαc et à l’angle critique2c

2 =
π

2
− αc −9

et
α = αc − ε

2Les points d’́equilibre sont donńes par une construction d’Euclide des solutions l’équation du
second degré !
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FIG. 1 – Construction deśequilibres

L’ équation deśequilibres s’́ecrit dans ces nouvelles variables

cos(ε +9) =
R

r
sin(αc − ε)

Au voisinage de la bifurcation9 et ε étant petits, on peut développer les deux
membres de cettéequation par rapport̀a9 et ε.

92
+ 2ε9 + ε2

+ O((ε +9)4) = 2ε

√
R2 − r 2

r 2
+ O(ε2)

Seuls les ordres dominants onét́e conserv́es dans les deux membres de l’équation.
Si l’on ne retient que les termes du même ordre on obtient

92
= 2ε

√
R2 − r 2

r 2
+ O(ε2, ε9)



Cetteéquation met eńevidence la relation entre les deux petits paramètres :9 =

O(
√

|ε|). Cette relation caractérise ǵeńeriquement la bifurcation par perte d’équilibre,
puisque la disparition deśequilibres se produit ǵeńeralement par un contact quadra-
tique. Si l’on posez = (2(R2

− r 2)/r 2)−1/49, cetteéquation devient simplement

f (z) = ε − z2
= 0

Pourε négatif, les solutions réelles cessent d’exister et deviennent purement ima-
ginaires. Dans ce régime de param̀etre, que l’on qualifiera de supercritique par la
suite, le cylindre perd sońequilibre et se met̀a rouler sur le plan inclińe. Cepen-
dant la mise en mouvement est caractériśee par un temps caractéristique tr̀es grand,
puisque le moment des forces qui impose le mouvement est alors très petit.

3 Dynamique

Les corrdonńees du centre de gravité dans le ŕeférentiel fixex Oy (voir figure
(2)) sont donńees par

x = R2− r sin2

y = −r cos2

L’ énergie potentielle est donnée par

Ep = mgh

où h repŕesente la hauteur du centre de gravité par rapport̀a un plan horizontal de
référence (voir Annexe).

h = R(cosα −2 sinα)− r cos(2+ α)

Ep = mgh= mgR(cosα −2 sinα)− r cos(2+ α)

L’expression de l’́energie cińetique est donńee par

Ec =
1

2
m(ẋ2

+ ẏ2) =
1

2
m(R2

+ r 2
− 2r R cos2)2̇2

L’ équation du mouvement est obtenue directement en dérivant l’énergie par rapport
au temps. Elle s’écrit

(R2
+ r 2

− 2r R cos2)2̈+ r R sin22̇2
− g(Rsinα − r sin(2+ α)) = 0



En choississant comme unité de temps

τ =

√
R2

rg

l’ équation du mouvement devient

(1 + ρ2
− 2ρ cos2)2̈+ ρ sin22̇2

− (G − sin(2+ α)) = 0

ouρ = r/R . Le param̀etre de bifurcationG est donńe par

G =
sinα

ρ

La bifurcation par perte d’équilibre se produit lorsqueG > 1 3. Fixonsρ < 1 et
posons

α = αc − ε, ,2 = 2c −9

ou sinαc = ρ et2c = π/2 − αc. L’ équation du mouvement devient alors

(1 + ρ2
− 2ρ sin(9 + αc))9̈ + ρ cos(9 + αc)9̇

2
− (G − cos(9 + ε)) = 0

et

G = 1 − ε

√
1 − ρ2

ρ2

A l’ordre dominant l’́equation devient

(1 − ρ2)9̈ − ρ
√

1 − ρ2ψ̇2
= ε

√
1 − ρ2

ρ2
−

1

2
92

Le changement de variable

1

2
92

= |ε|

√
1 − ρ2

ρ2
χ2

et le choix deτ comme nouvement́echelle de temps

τ = (
2

|ε|
)

1
4 (

ρ2

1 − ρ2
)

1
8

permet de simplifier l’́equation diff́erentielle qui,̀a la limite des petites valeurs de
ε, devient simplement

χ̈ = σ − χ2

où σ = ε/|ε| est le signe deε.

3Cette condition peut̂etre ŕealiśee seulement siρ < 1



4 Dynamique dans un milieu ŕesistif

On introduit un couple visqueux dans l’équation du mouvement

(R2
+ r 2

− 2r R cos2)2̈+ δ2̇+ r R sin22̇2
− g(Rsinα − r sin(2+ α)) = 0

En pratique on place des aimants sur le cylindre et on le fait rouler au voisinage
d’une plaque conductrice non magnétique. Les courants de Foucault qui appa-
raissent sont̀a l’origine de la dissipation de l’énergie ḿecanique du roulement du
cylindre. La distance entre les aimants et la plaque métallique permet de modifier
le coefficient de viscosité magńetique.

(1 − ρ2)9̈ + δ9̇ − ρ
√

1 − ρ2ψ̇2
= ε

√
1 − ρ2

ρ2
−

1

2
92

5 Annexe 1 : Calcul de la hauteur du centre de gravit́e
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FIG. 2 – Mouvement du centre de gravité du cylindre



La figure (2) illustre le mouvement du centre de gravité (M). Le rep̀ere choisi
x0y est centŕe sur le cylindre. Il est d́efini par la condition2M = 0. Le plan
horizontal de ŕeference50 est defini comme le plan passant par le point de contact
du cylindre avec le plan inclińe lorsque le cylindre est dans sa position initiale
(2 = 0). L’énergie potentielle est donnée par

Ep = mgh

où h est la distance du centre de gravité au plan50. Sur la figureh = MU . On
vérifie que

MU = M Q − U Q

= M Q − T Ssinα

La condition de roulement sans glissement se traduit parT S= Rsin2. On a

M Q = MW + RQ

où MW = M P cosα. On a

M P = OT − OY

= R − r cos2

et

W Q = W Ssinα

= (PS− PW) sinα

= (r sinα − PW) sinα

où

PW = M P tanα

= (R − r cosα) tanα

On a ainsi
W Q = (r sin2− (R − r cos2) tanα) sinα

et

M Q =
R − r cos2

cosα
+ (r sin2− (R − r cos2) tanα) sinα

et finalement

h = (R − r cos2) cosα − (R2− r sin2) sinα

= Rcosα − R2 sinα − r cos(2+ α)



Leséquilibres sont donńes par la minimisation de l’énergie potentielle

Rsinα = r cos(2+ α)

Une façon plus directe pour calculer la hauteur du centre de gravité consiste
à remarquer qu’il s’agit simplement de l’ordonnée de ce point dans le référentiel
dont l’axe desx est horizontal. On rappelle que dans le référentiel d’origine (y0x)
la position du centre de gravité (M) est donńee par

x = R2− r sin2

y = −r cos2

Dans le ŕeférentielyT x′, elles deviennent (ET M)

x′
= R2− r sin2

y′
= R − r cos2

h = MU est l’ordonńee du pointM dans le ŕeférentiely′′0x′′, tourńe d’un angle
α par rapport au ŕeférentiely0x′. C’est donc l’ordonńeeMU ′ du pointM ′ tourńe
d’un angle−α. (voir figure (3).
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FIG. 3 – Rotation du plan inclińe

h = −(R2− r sin2) sinα + (R − r cos2) cosα

= R(cosα −2 sinα)− r cos(2+ α)


