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1 Introduction

Un paralElépipede homogne de section cdrest po8 sur un plan que I'on peut incliner (voir figure 1). Les&wmments du
parralElepipede et de la surface sur laquelle il repose I'éaipe de glisser. Le paralépipede est plae perpendiculairemerit
la ligne du plus grande pente. Lorsque I'on incline le plan, en faisant varier lentement son inclingisqraralelépicede perd
I’ équilibre au del de 45. L'absence de glissement induit alors la rotation du palégicede par rappord son aréte sitiee en
aval de la pente. Le but de cet article esitdtier la perte dquilibre du solide en tant que @honene de bifurcation. Il permettra
également d'illustrer I'utilisation des @hodes gonetriques dans I'analyse du mouvement.

FIG. 1 — Esquisse du sysneétude.

2 Les oscillations et les rotations sur le plan horizontal

Nous commencgons patudier la dynamique de rotation sur un plan horizontal. On peut, sans peieataliE, remplacer le
probleme du paraépidede par celui d’'un caérde massen qui peut tourner autour de I'un de ses sommets en contact avec la
surface. On noter® I'angle que fait le centre du cdrpar rappor la verticale. Cet angle, me&u partir du sommet de rotation,
est compé positivement dans le sens des aiguilles d’'une montre, &'dse dans le sens oppodu sens trigonogirique usuel.

L’ équilibre instable est situen® = 0. C’'est unétat dequilibre car le moment du poids du dapar rapport a son point de rotation
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(b) (c)

FiG. 2 — La dynamique du carsur un plan horizontal. (a)&@inition de I'angle® de refgrage du centre de gra@itlu caré (b)
Oscillations du caé. La £quence @riodique des positions est danpar : (1),(2),(3),(4),(5),(4),(3),(2),(1), ... (c) Rotations du
carié. La £quence des positions est déerpar (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7),(8),..

est nul en cette position. Il est instable car le centre de grauitsolide se situe au dessus de son axe de rotation. Les deux autres
équilibres correspondent aux angé@s= + /4. lls "équilibrent” la action de la surface plane avec le poids duécarr

La dynamique de rotation du céfrse @compose en un mouvement de rotation du centre de gmaviour du point de rotation
et un choc lors duquel I'un des faces entre en contact avec la surface plane.

@)

(ii)

La mocklisation du mouvement de rotatioBntre deux chocs le mouvement est simplement celui d’'un corps rigide en
rotation autour d’un axe sous I'effet de la grévit’énergie de ce sysine nécanique* s’écrit

1 .
E= EI®+mg|cos®

ou,| = ml?/3 estle moment d'inertie du cé&rmassif relatit 'un de ses sommets) la masse du caé| la longueur de la
demi-diagonale. [quation du mouvement est d@mpar

7?0 —sin®@=0 1)

out = +/I/mgl. Le choix dec comme unié de temps (voir Annexe 1) permet simplifier cettpiation

® —sin® =0

La moctlisation du chocSupposons que I'on mette le caren mouvement soit en lui communicant un moment angulaire
positif (resp. @gatif) ou en @placant son centre de graviers la droite (resp. gauche) de la positioadiilibre instable,
c'esta dire avec un angl® tel quer/4 > ® > 0 (resp.—7/4 < ® < 0). Dans son mouvement, I'une des faces dué&arr
initialement verticale, vient heurter la surface@n= 7 /4 (resp.® = —x/4). Si I'on suppose que le choc est parfait, le

1)l s’agit simplement d’un pendule solide
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(a) (b)

FiG. 3 — Construction des trajectoires du &adrl'aide du portrait de phase deejuation (1). (a) Le cas des chaasstiques.
On a repésené deux trajectoires typiques : celle qui correspangh €gime d’'oscillation (ndt O) et celle qui correspond un
réegime de rotation (nétR). Dans le cas de la trajectoire oscillante, on a&spné les points correspondants aux instaatadu
mouvement dans I'espace physiqueénde (1)a (5) sur la figure 2.b. (b) Le cas des chooslastiques. Une trajectoire typique
note A;B1A2B,C1D1E;1F1.. aéte dessig. Elle repésente deux rotations du carfA; B; A2By), suivie d'une oscillation amortie
(C1D1E1F1....).

moment angulaire acquis, ést'origine d’une nouvelle rotation qui s’effect@epesent par rapport au sommet du éagqui
vient de heurter la surface plane. Sile moment angulaire initial est plus grand qu’une certaine valeur critique, le mouveme
de rotation se poursuit alors. Le cube &pldice alors par rotations s@ssives vers la droite (resp. gauche). Lorsque le choc
n'est pas parfait, la perte &hergie peuétre moglisee en introduisant un coefficient de restitutior:0. < 1. Il permet de
relier les vitesse angulaires avant etésple choc

OL =A10_
ou O, repiésente les vitesses &gret avant le choc. Lorsque la restitution dmérgie n’est pas parfaité < 1), le solide
s’arrete au bout d’'un nombre fini de rotations.

La dynamique du ca@r sur le plan horizontal est ainsédite par lequation (1). Lors d'un choc(HIf;_) = +x/4) la vitesse
angulaire est multipdi par la facteur de restitution Le changement du point autour duquel le édourne se traduit simplement

par l'inversion de I'angle juste aps le choc@éﬂ = —@é’) = Fm/4. Muni de cette&gle simple on peut utiliser le portrait de
phase de Bquation (1) pour &crire qualitativement le mouvement. @tudie successivement

(i) Le chocélastique.Le coefficient de restitution estgala un dans ce cas. Sur la figure (3.a) on aéries deux types de



trajectoires : les oscillations autour des positiorsgdilibres stables (net(1) sur la figure) et les rotations qui entrainent
un mouvement horizontal du solide (2). Ligparatrice (n@& S) entre ces deux comportementséggtlement ref@senge sur
cette figure. Par souci de simpligjton consiérera seulement le cas des vitesses initiales positives. On notera dans la suite
Ai (resp.B;) les points dans I'espace des phasegsyfresp. avant) les chocs, danségime de rotation. Dans l&gime
oscillantC;, F; (resp.Dj, E;j) repesentent les points & (resp.) un choc.

(i) Le choc irelastique Dans ce casa cause de la perte@hergie cumulative lors des chocs successifs, & aatide finit par
s'arreter. Les trajectoires correspondantes sur le portrait de phase sonéegssinle figure (3.b).

3 Ladynamique sur le plan incliné

FIG. 4 — On a repgseng le caré dans ses positionsétjuilibre aval et amont§ = xy+ = o + 7/4), le caré dans sa position
d’équilibre instable® = 0) et le caré dans une position arbitraif.

La dynamique entre deux chocs est inct&miprsque I'on incline le plan. La rotation du dag'effectue alors enti® = y+ =
a + /4. Lorsquex = /4, leséquilibres stable et instable se confondent. Aaadld cette valeur de l'inclinaison, il n’existe plus
d’équilibre puisque le moment du poids par rapport au centre de rotation est alors touj@uendide ro.

3.1 Etude du castlastique

() Les inclinaisons sous-critiquekorsque I'angle d'inclinaison est iéfieura /4, on observe sur le portrait de phase les
regimes d’'oscillations et de rotationgpmees par une courbe @8 sur la figure (5).

(i) Les inclinaisons super-critiquekorsque I'angle d’inclinaison est sapeura x /4, leséquilibres cessent d’exister. Toutes
les trajectoires @crivent des mouvements de rotation.

3.2 Etude du cas irelastique

On commence pdtudier les inclinaisons super-critiques, plus singpialyser.
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Fic. 5 — Mouvements du caranalygs sur les trajectoires correspondantes du portrait de phaseqdetion (1) dans le cas de
chocsélastiques. On a netA; (resp.B; les points correspondants aux positions et vitessesgpesp. avant) un choc danségime
de rotation. Les points nesC;, E; (resp.D;, F;) correspondent aux positions et vitesseeafresp. avant) un choc danségime
d’oscillation. (a) Pour une pente &rieurea 45 on distingue leségimes de rotation deggimes d’oscillations, &endant de la
condition initiale. (b) Lorsque la pente est gnjgurea 45 toutes les trajectoires reggentent des rotations du @irr

(i) Le cas super-critique :a > /4. Pour ces inclinaisons le cérest toujours en rotation. Sur le portrait de phase de la
figure (7) on a desstnune trajectoire typique. A chaque choc, le solide perd une certaine fracéaerdie. Il atteint
asymptotiquement trajectoire limitéfinie parAQ* = Q7 , ouQ* est la vitesse avant un choc®t , celle apés le choc,
dans le egime asymptotique. Energie du solide que I'on a supjgasonstante entre deux chocs permet d’obtenir I'expression
de la vitesse de la trajectoire limite en fonction de l'inclinaison.

%Q’:Z + codo + 7/4) = %Qi“f + coSa — 7/4)
ou encore
2232 sina
(1-42)
On notera dans la suite| cette vitesse limite. La conservation derergie entre deux chocs perraégalement d’'obtenir la
relation de écurrence entre lémnergies ciatiques du solidd, 1 = %Qinﬂ etTh = %Qiﬂ apies deux chocs successifs

*2
QY=

1 1
Eszi\n + coSa — 7/4) = EQZBH + coqa + 7/4)
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FiG. 6 — Portrait de phase deetjuation (1) pourr = 7/4. Le point dequibre stable et le point @uilibre instable sont alors
confondus @ = —m/4). On a considré sur cette figure la trajectoirequi est issue de ce point double. Elle le quitte en un temps
infini. Lorsquea est Bgérement superieur /4, une condition initialé® (0) = —« et ®(0) = 0, c’esta dire telle que I'une des
faces du ca# soit poge sur le plan inclig, quitte cette position au bout d’'un temps qui est d’autant plus long que I'on est proche
de I'angle critique—r /4.

ou A, et By (voir figure (5)) sont tels que® s, = —/4 et®g, = /4. Aprés le choc la nouvelle vitesskn,,, = AQ2g,. La
relation de reccurence, que I'on obtient en utilisant cette condition de choc

Tyl = A%(Tn + V2 Sina)

permet Ietude du mouvement du solide en rotation, en ne I'observant qu’au moment du choc. Cette teclasiquiésie
dans l'analyse des syshes dynamiques "chaotiques” est connue sous le nom de la section de &dirceglation de
reccurence qui relie lesnergies ciatiques est I'application de Poinéadu systme dynamique. On trouavidemment que
T = %QE est le point fixe de cette application.

(i) Le cas sous-critique :« < z/4. Pour des inclinaisons iafieuresa /4, le portrait de phase accessible, c’addire le
domaine angulaire-7/4 < © < m/4, contient la éparatriceS qui £pare oscillations amorties autour deduilibre et
rotations. Le egime bistable dans lequel le solide peut soit effectuer des rotations cétreoénéquilibre cepend de la
valeur du coefficient de restitution. Lorsque I'on diminue le coefficient de restitution, les trajecteleetanrées ont une



a>T1/4

FiG. 7 — Portrait de phase deetjuation (1) poux > /4. On a choisi par souci de simplieit = .5. Les trajectoires convergent
Vers une .trajectoir.e limité\ Boo. Les vitesses songédinies par la relation decurrencedp, ,, = 20 5,. La trajectoire limite est
telle que®@g,, = 204, .

énergie de plus en plus basse, de telle sorte que pour un coefficient de restitution critique, elle se confondpametriass
Pour des valeurs plus faibles du facteur de restitution, les trajectoires de rotation cesse d’exister. Jusqu’a cetteryaleur de
Ac, le solide peut etre soit au repos, soit en rotation permanente. Pour des valeurs plus faibleseuld’état dequilibre
stable existe. La vitesse d’'un solide avant un ch®c=£ —x/4) correspondard la €£paratrice est obtenu en utilisant la
conservation de &nergie
1
Eszg + coga — 7/4) = Es
ou Es est I'énergie correspondaata €paratrice. Evaiau point dequilibre instablé® = —a, ©® = 0, ontrouveEs = 1. La
relation entre I'inclinaison critique et le coefficient de restitution critique est alorsédpar2; = Qs. Aprés simplification
le coefficient de restitution critique&trit
1—codu—mn/4
- \/ o — 7/4) @

1—-coSa+ /4




FiG. 8 — Le diagramme de phase de la chute. La pergdlibre se produit sur la droite = 7 /4. La courbe reg@sente la
ligne critique au dela de laquelle Ieégime bistable disparait. Pour chaque valeur du coefficient de restitution, la @edibre
se produit pour un angle dit statiqag = 7 /4. L'équilibre est retrou lorsque cet angle devient érfeura un certain angle
dynamiquexg obtenu en inversant I'expression (2) par rapgoaipha.

L'application de Poincdrdans le cas sous-critique est discontinue. Nofgli€nergie cigtique correspondaatia £paratrice
Ts=1—coSa — m/4)

Tp1=2%Ta T <Ts
Toy1 = A%(To + V2sina) T>Ts

4 Conclusion

Nous avons écrit dans cet article la dynamique de chute d’'un cube sur un planén®ious avons analgsleux bifurcations
élémentaires en utilisant lesathodes de la #orie qualitative des sy&ies dynamiques. L'espace des phases d’'un pendule massif
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FiG. 9 — Relation de reccurence entre E®ergies ciatiques de deux chocs successifs : (a) et (b) Le cas des élastimjues.
(c),(d),(e) Le cas des chocs inelastiques. (c) correspondsgime bistabled > ag) dans lequeéquilibres et rotations existent
simultareement et (d) aiegime monostable, sans hysise.

nous a permis deétrire la chute du cube. La relation deurrence entre les ergies citiques de deux chocs successifs, connue
sous le nom d’application de Ponéanous a permis dtudier quantitativement le mouvement du cube. Au dela d'une pente de
45° leséquilibres du cube disparaissent. Cette bifurcation par "peéguilibre” est tés fequente en physique. Ainsi une goutte
pendant I'extrémité d’un robinet cesse d’exister au dela d’un certain volume critique. La bifurcation par gagtelidire pésente

un hysérese d’autant plus importante que le coefficient de restitution est voisin de 1. Unectpidibre rompu, le cube chute.

Si I'on diminue alors la pente du plan inclinle cube continuera chuter. Il s’arétera lorsque cette pente devienginéurea une
certaine pente critiqueq(1). Cette bifurcation marque la fin ou I'apparition du domaine de bistabitih effet pour des angles



compris entrexg (1) et /4, le cube peugtre soit dans uatatéquilibre ou dans ugtat de chute. Cette seconde seconde bifurcation
est aussi &s fiequente. Dans le voyage Terre-Lune de Jules Vernes, cette bifurcation corrasjgovitesse critique qu'il faut
déepasser pour envoyer une &essur la lune! La perte dquilibre peuttre étudie exgrimentalement au moyen d’un dispositif
trés simple consti®@d'un pendule pesant sounaisin couple constant (voir [1]). Le mekkétudg ici corresponé une "caricature”
d’'un mockle d’'avalanche (voir [2]).

5 Appendices

5.1 Analyse dimensionnelle

L’ équation de la dynamique du solide entre deux chocs eséduam
720 —sin(O® +a) =0 (3)

out = /ng|. Dans le cas ou toute la magseest concenére au centre du cdrrl = ml2, oul reptesente la longueur de la demi-

diagonaleonat = \flé' Pour un ca& homognel = %ml2 ett = /3'—9. Le temps caraétistiquer apparait ainsi comme le seul

parangtre de ce proime. Le choix de ce temps comme nouvelle &idié temps permet de simplifieejuation du mouvement.
En effet intorduisant un temps "sans dimensibr2 - et une nouvelle variable angulaire

Of) = 0kh =01

L’ équation du mouvementéxrit de fagcon universelle

5=

ra —sin®@+a)=0
L'interprétation physique de ces manipulations formelles ést $imple. Le choix de comme unié de temps rend le prabhe
universel dans le sens ou il négkend plus d’aucun paratre. Cette praadure tés fequente en gcanique des fluides consiste
simplementa choisir comme uné d'un probéme les quanis qui le caraérisent. Les nouvelles variables sont alors sans dimen-
sion! Le tempd n’est pas ainsi un temps au sens dimensionnel, mais un noag#reans dimension qui mesure le rapport entre le
temps éel et le temps caraatistiquer. En effet si‘:f—t? repesente la vitesse angulaire, la quzinti%f—t? est alors sans dimension.
Elle repésente I'acelération angulaire lorsque I'ui@tde temps choisi est

5.2 Portrait de phase du pendule rigide

Il s’agit de I'outil central de la thorie des sysimes dynamiques, introduit par H. Poireailans sa #&se. Il avouait avoiete
inspiré par l'idée, apprisé I'école secondaire, que I'on peut dessiner l'allure d’une fonction sans calculer toutes ses valeurs, e
consicerant ses maxima et minima, ses points de disconéinlgs intervalles de croissance et @éembissance, .. L'ide d'allure
d’une fonction aétt étendue par Poincaa celle de "portrait de phase” d'urggjuation diferentielle, qui a une pdre beaucoup
plus grande et qui a en elle deg&b nouvelles de nature qualitative-poirégliilibre, stabilig, instabilig, bifurcations, etc.. dans
I' étude degquations diferentielles. Nousasumons ici bBvement la construction du portrait de phase du pendule pesant standard
2 (Eq. 1). Cettecquation diférentielle du second ordre peuéstire sous la forme de dewquations difrentielles couges du
premier ordre

® = Q
Q = sin®

2|’angle ® est pris par rappo# la verticale et comptpositivement dans le sens contraire au sens trigétrague
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L’ équation diferentielle peut alors s’interpter comme @crivant le mouvement d’un mobile fictif dans le plén— @ dont la
vitesse est dortnpar le vecteur

> Q

V= < sin® )

Ce vecteur dfinit le champ de vecteur asseeia I'équation diferentielle. Le mouvement du mobile fictif est tangent en tout

Q

A

-

I

-1t 0 ©)

FIG. 10 — Portrait de phase du pendule rigide dans le domaine angulaire pertinent. On remarque les cercles autour de la posi
stable, les hyperboles &g de la solutions stable et les rotations qui pour une valeutedertjieélevée deviennent des droites
horizontales.

point au champ de vecteur. Le teadu champ de vecteur se fait e@rgral de facon qualitative, dans leme sens que celui du
tracé qualitatif des fonctions. Les courbes partout tangentes au champs de vecteur sont les cé@gyiadssinElles repsentent
geonttriquement les solutions detjuation diferentielle. Dans le cas du pendule et plasggalement des probies necaniques

a un dege de liberé, ces courbes s’indentifient aux courbes de nivealedetyie totale du sy&sine. Bien que cette facon de tracer
les courbes iriigrales ne soit pas dans I'esprit de Poig¢caous avons choisi cetteéthode ici par souci de concision.&dergie
du pendule pesant, dans les variables appeepris’ecrit

1 2
59 +cos®) = E

Afin de tracer le portrait de phase on corsltrois limites simples de cette expression

() Le voisinage de Bquilibre instable 2 = 0, ® = 0. Le developpement de Taylor du cosidu®rdre deux permet de donner
une expression plus simpdel’énergie
Q2 -02=2E-1)

On reconnait dans cette expressidgliation d’une famille hyperbolégjuilagre. On peut aussi I'ecrire sous la forme

XY =K
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uUX=Q+0,Y=Q-0etKk =2(E-1)
(i) Le voisinage de Bquilibre stablg: @ = 0, ® = . En posan® = = + ¥, |'énergie devient

1.2
EQ —cogq¥)=E

Le developpement de Taylarl'ordre deux permet étudier le voisinage de cétjuilibre
Q2+ 02 =2E+1)

Les lignes inkégrales sont dans cette limite des cercles concentriques.

(iii) La limite des grandes vitesseQ? >> 1. Dans ce cas on peuégliger I'energie potentielle qui en norme est toujours plus
petite que un.
Q% =2E

Les lignes inkégrales sont alors simplement des droites paleslla I'axe des positions.
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3Cette position n'est jamais accessible au solide sur le plan & dar elle se situe en dessous de ce dernier
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